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Au début du XIXieme siecle, on distinguait trois sortes de géométries :

- La géométrie classique, dite encore « géométrie pure » ou « géométrie
synthétique », restée tres fidele a I’ceuvre monumentale d’Euclide, écrite deux mille
ans auparavant, les « Eléments », auxquels on adjoignait quelques autres ceuvres,
parmi lesquelles les « Coniques » d’Apollonius. Il y avait bien des mathématiciens
qui sentaient que le corset euclidien craquait en certains endroits, mais toute
critique radicale du Maitre était déconseillée.

- La géométrie analytique, véritablement née avec Descartes (milieu XVIl¢™me siecle),
qui consistait en un petit arsenal de méthodes algébriques permettant de résoudre,
a coups d’équations, une bonne partie des questions posées par la géométrie
synthétique.

- La géométrie « pratique » enseignée dans des cercles restreints ; elle concernait le
passage entre la représentation planaire et la réalité tridimensionnelle. Citons deux
cas : les regles de perspective (points de fuite, droite d’horizon...) pour les peintres,
et les méthodes de construction pour les ingénieurs militaires (fortifications, tailles

de pierre...).

Monge, professeur de Mathématiques dans une Ecole Militaire sous I’Ancien
Régime, avait développé une vision novatrice, intégrant les trois géométries ci-
dessus. Ayant un talent pédagogique exceptionnel, il fut chargé de définir les
programmes de la nouvelle Ecole Polytechnique en 1794. Son influence, directe et
indirecte, explique pourquoi cette école militaire a formé une quantité
impressionnante de mathématiciens, notamment géometres, dans ces années-la, au
premier rang desquels sont Poncelet et Chasles (promotions 1807 et 1812 de cette
école respectivement), mais aussi Cauchy, Liouville, Poisson, Brianchon... 1



I Droite d’horizon

\
Dessin de Lanzi (vers Perspective par « géométrie pure » : les
1560) représentant une points de fuite | et ] peuvent étre vus comme
rue de Florence. « transformeés » de points a I’infini.

" Poncelet Chasles " Pliicker

Crédit photographique : Université de St Andrews)



L’histoire de Poncelet a un coté romantique. Officier dans la Grande Armée, il est
fait prisonnier en 1812 lors de la retraite de Russie, et retenu derriéere les barreaux
preés de 2 ans. C’'est dans ces conditions qu’il crée un corps entier de doctrine, la
géométrie projective, renouvelant la géométrie euclidienne en I’englobant dans une
perspective plus vaste. A son retour, réintégré dans I’armée comme ingénieur
militaire, il n’arrive a terminer son ouvrage « Traité des propriétés projectives des
figures » qu’en 1822,

Poncelet organise sa nouvelle géométrie autour de plusieurs idées fondamentales,
notamment la notion d’éléments a l’infini (points, droites...), et la fameuse dualité
poles/polaires. Cette derniere permet de définir ce qu’il appelle la « Transformation
par Polaires Réciproques », que nous abrégerons en « Transformation Polaire »
(T.P.), et qui va faire I’objet de notre étude.

Ses idées se répandent comme une trainée de poudre et influencent profondément
ses contemporains. A titre d’exemple, I’Académie de Bruxelles propose au concours
en 1829 la question suivante « On demande un examen philosophique des
différentes méthodes employées dans la géométrie récente et particulierement de
la méthode des polaires réciproques » pour laquelle Chasles recoit un prix. Sa
réponse a ce concours lui donne le noyau d’un ouvrage qui fera date : « Apercu
historique sur le développement des méthodes en géométrie » (1837) dans lequel il
développe sa propre vision de la nouvelle géométrie. Chasles pousse plus loin les
théories de Poncelet, tout en clarifiant leur exposé ; il donne aussi un second souffle
a la géométrie analytique en systématisant 'usage des segments et angles orientés,
celui des nombres complexes, etc... (voir « Traité de Géométrie Supérieure » (1852)
en rapport avec son cours a la Sorbonne).

La définition de la Transformée Polaire repose sur un certain couplage entre un
point (un « pole ») et une droite (une « polaire ») que nous allons définir d’abord par

la géométrie pure, en distinguant 2 cas de figures, selon que le pole est extérieur ou3
inFAarianr a1 caoarecle de rdfArancoa



1er cas de figure : P extérieur 2¢me cas de figure : P intérieur

Le cas le plus simple : du point P, on Du point P, on méne la perpendiculaire
meéne les tangentes au disque unité. (m) a OP. Elle coupe le cercle en A etB ;
La droite p joignant leurs points de les tangentes au cercle en A et B se
contact est la polaire de P . coupent en H. La polaire p de P est la

parallele a m passant par H.

polaire (p) _ /

polaire (p)

Dans les deux cas de figure, on peut prouver que OH.OP = 1. Par suite, si le pole P
s’éloigne de I’origine, sa polaire s’en rapproche. Et vice versa. Cas particulier, si P est
sur le cercle sa polaire est la tangente au cercle.

Ce que nous venons de décrire en termes de géométrie
pure (point de vue de Poncelet) peut s’exprimer en P’(-1,1)
géométrie analytique (point de vue de Plicker,dés = o¢-------
1835) : on apparie |

< ] )
PPN la droite d’éq. a,x + a,y = 1.
(dualité vis-a-vis du cercle unité). g\%
Avantage immédiat, on n’a plus a distinguer deux >
cas de figure. Voir exemple ci contre.

le point (a,,a,)
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Un premier résultat (immédiat en raisonnant sur a,b, + a,b, = 1) est le suivant:

La polaire de A passe par B si et seulement si la polaire de B passe par A.
(on dit alors que A et B sont conjugués par rapport au disque unité).

Corollaire fondamental :
la T.P. échange alignement de points (poles) et intersection de droites (polaires).

Les deux schémas ci-dessous illustrent ce corollaire, typique de la dualiteé.

La figure de gauche montre le passage direct des points alignés vers le point
d’intersection I. Celle de droite illustre le chemin inverse : du point | vers sa droite
polaire... qui n’est autre que la droite d’alignement.

A des points
alig(npé(;Ies?J)r (D) ... @ pour polaire
cette droite (D).
correspondent...
@)
. e
o, ..et,
I o dualement... 71
... des droite Ce point
. 14
(polaires) considéré
concourantes en comme
1. pole...

Intérét pratique : a un alignement approximatif de points est associé un point
d’intersection approximatif de leurs polaires ; en prenant la polaire de ce point, on
obtient une droite d’alignement idéale des points initiaux.

On a ainsi bati une technique alternative a la « méthode des moindres carrés ». D



Rappelons maintenant ce que I’on entend par « enveloppe » d’une famille de droites ;
il s’agit d’une courbe ayant ces droites comme ensemble de ses tangentes.

Remarque : n'importe quelle famille de droites ne généere pas nécessairement une
enveloppe ; algébriquement parlant, le phénomeéne d’enveloppe apparait lorsque les
droites de la famille ont des équations de la forme a(t)x + b(t)y = 1, ou les fonctions a
et b sont dérivables. Dans les cas usuels, le point « courant » M(x,y) de I’enveloppe
est le point d’intersection de 2 droites « tres voisines », autrement dit solution du

systeme :
a()x+b(t)y=1
a(t+dt)x+b(t+dt)y =1

Par soustraction de ces équations et division par dt, (x,y) est solution du systeme
équivalent :

a(t)x+b(t)y =1 - x= b(0)/d{0) o
a'(t)x+b'(t)y=0 D’ou y=—a'(t)/d(®) (*) avec d(t)=ab'-a

Par suite, si une courbe (C ) est dérivable par morceaux, la famille de droites
constituée par les polaires de ses points enveloppe une certaine courbe (C’) que I’'on
appelle la Transformée Polaire (T. P.) de la courbe (C ). Voir schéma ci-dessous.

1
Dualement, (C’), considérée 1
comme ensemble de ses ‘Q
pom!:s, a pour env_eloppe;- des‘ \\ \ (C ) (C )
polaires de ses points, c’est-a- \ Q S
dire pour T.P. la courbe (C). \ \
La T.P. est donc involutive ’ R N \
(est sa propre inverse), ce que
I’on peut vérifier

analytiquement (excellent 6
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Remarque : La transformation de courbes par T.P. peut-

étre comprise d’une autre maniére : on peut considérer (Q,p)

que la T.P. agit dans I’espace des « éléments de (p,q)\\7\ <7

contact », en appelant ainsi les couples (P,q) constitués

par un point P et une droite q passant par ce point. Sur ° 2 éléments

la figure, on a visualisé 2 tels couples (P,q) et (Q,p) ou p de contact,

(resp. q) est la polaire de P (resp.Q). images I'un
de I'autre

Théoreme (admis) : la T.P. d’une conique est une conique. par T.P.

Toutefois, le genre (ellipse, parabole, hyperbole) peut étre modifié par la T.P.

Cela se démontre en appliquant les formules (*) précédentes a la représentation
paramétrique générique des coniques qui est de la forme :

x = (at’ +bt+c)/ D(t)
y=(dt* +et+ )/ D(t)

(a, b, ... h sont des constantes ; si g = h = 0, il s’agit d’une parabole).

D(t) =gt +ht +1

Corollaire (bon exercice également) :
La T.P. d’un cercle est une conique dont I’origine est un foyer.

Prenons un exemple concernant ce dernier résultat.
Le cercle (C ) décrit par le point :
x(t)=2/D et vy(t)=2t/D avec D = t2+1
a pour T.P. la courbe (C’) d’équations :
x(t)=(1-%2)/2 et y(t)=t
(C’) est donc une parabole ayant I’origine pour foyer.

La figure suivante illustre un autre cas de T.P. d’un cercle.



Un exemple de dualité de figures Convenons de noter un point (pdle)
et sa polaire (droite duale) par la

E— s méme lettre, en majuscules et en
Point A = Cotéawsx Cercle minuscules respectivement.
. .. ‘I . .
";/mscnt M) Etant donnés trois points A, B, C,

- leurs trois polaires a, b, c forment le
« triangle conjugué » de ABC,
- le cercle inscrit dans abc, ('), a pour

'”".‘ s~ C image une ellipse circonscrite a ABC,
Cercle | B de foyer O.
uniteé '? C’est un exemple d’échange par
b dualité, entre la figure en pointillés

et la figure en traits pleins, avec le
« dictionnaire » suivant :

« sont alignés »« ...par | « se coupent »
intersection de... » | « ... en joignant...»
« inscrit » | « circonscrit »
« conique » | « conique »

Ellipse

circonscrite
(M) '\

Etc ...

L’une des meilleures illustrations de la dualité est donnée par les deux théoremes de
Pascal et de Brianchon que nous allons voir a la page suivante.

Supposons par exemple que nous ayons démontré le théoreme de Pascal ; le
théoreme dual est celui qui s’énonce par « création automatique d’énoncé » a I'aide
du dictionnaire précédent ; et on dira qu’il est démontré « par dualité », ce qui, en ce
début du XIXieme siecle, constituait une toute nouvelle facon de raisonner. 8



Les Théoremes de Pascal et de Brianchon sont duaux I’un de I’autre :

Th. de Pascal (1640) Th. de Brianchon (1806)

(énoncé dual)

Un hexagone ABCDEF est inscrit dans une Un hexagone abcdef est circonscrit a une

conique si et seulement si les 3 points P, conique si et seulement si les 3 droites p,

Q, R obtenus par intersection des paires q, r, obtenues en joignant les sommets

de cotés opposés de I’hexagone sont opposés de I’hexagone sont

alignés. concourantes.

F
[ ] E
Point A
D [ ]
¥/ Droite L

J

P Q R

Au fait, ou est le disque unité ? On n’en a tout simplement plus eu besoin !

Le « dictionnaire » de la dualité mentionné ci-dessus remplace tout ; il est peu
important de réaliser la dualité d’une facon plutot qu’une autre ; ainsi, Chasles écrit
vers 1850 que « la méthode de Poncelet était la seule qui servit alors aux
transformations et par laquelle on put justifier ce principe de dualité. Cependant, il
existe divers autres procédés [...] donnant lieu au méme principe de dualité ».




La T.P. a permis notamment a Plicker (années 1830) de dégager des propriétés
remarquables des cubiques, courbes ayant une équation algébrique de degré global 3.
Illustrons ceci sur la deltoide A (famille des hypocycloides) d’équations

x =(1-t2)/D ; y=(2t3/D) -1 avec D = (1 + t2)2,

En utilisant (*), on obtient les équations paramétriques suivantes pour I'image (A’) de A
par la T.P. (enveloppe des polaires des points de (4)) :

x=t(t2+1)/E ; y=(t>+1)/E avec E=-t2+t-1(onremarquera que t = x/y)
On peut en déduire une équation implicite de (A’) : (1 + y) (x2+ y?) - x y2= 0.

C’est donc une cubique.

Les 3 tangentes (t,) de (A) en les points de rebroussement R, (en pointillés) ont un
point commun C (centre de A) ; leurs péles T, sont par conséquent des points d’inflexion
de (A’), et sont alignés, ce qui est une propriété remarquable qu’on vient d’ établir par
dualité. Par dualité également, A

on déduit que (A’)
a une asymptote.

En se fondant initialement
sur ce type d’exemples,
Plucker a obtenu, pour des
courbes de degré n, des
formules générales reliant n
et différentes sortes de
parametres. Ces parametres

Asymptote

sont le nombre de tangentes Pointl d’inflexion

doubles, de points l _

d’inflexion, etc.... Ces _--"

formules ont donné un - /

nouvel élan a la théorie des — Cubique @7},

courbes algébriques. t=1 T.P. de (A). 10



Différentes sortes d’extensions de la T.P. sont possibles. D’abord, en restant dans le
plan, rien n’oblige a faire référence au cercle unité ; ce peut étre un cercle

quelconque, ou, solution plus souple encore, n'importe quelle conique (voir les deux
exemples ci-dessous ; dans le deuxieme, la conique est I’union de 2 droites D, et D,).

Polaire
\

Pole

<+ Polaire

La T.P. s’étend également a I’espace, avec la sphere unité (S) et la correspondance
point-plan : (a,b,c) en correspondance avec le plan d’équation ax + by + cz = 1.

Il y aurait encore beaucoup a dire sur cette Transformation Polaire, qui a catalyseé
I’essor de la nouvelle géométrie dans la premiere moitié du XiIXi¢me sjecle ; elle a
permis I’évolution des points de vue et donnant acces a la notion, plus abstraite, de
dualité générale, laquelle a connu au XXi¢me sjecle son plein essor, dans le cadre de
I’algebre linéaire.

Entretemps, elle avait beaucoup été oubliée. Mais, depuis quelques années,
notamment parce que la génération de courbes par enveloppe se préte bien a
certains traitements d’images, on en a redécouvert I’'intérét et - le mot n’est
probablement pas exagéré - la beauté. Un peu comme on redécouvre la beauté
plastique du noir et blanc apres des décennies de regne de la couleur.

Souhaitons a la Transformation Polaire une belle deuxieme vie. 11



Références biblio et webo-graphiques
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