
TD n̊ 10 : Introduction à l’analyse multirésolution, suite.

IUP MAI 3 - Module M53

On se place à nouveau dans le contexte du TP précédent, où l’on a vu qu’en posant pour
tout j ∈ N

Vj = {f ∈ L2([0, 1]);∀k ∈ [[0, 2j − 1]],∃ ck ∈ R / f |[ k

2j , k+1

2j [ = ck}

on définit une suite d’espaces d’approximations successifs dans L2([0, 1]).

On a vu aussi que pour tout j ∈ N, la famille Bj = (ϕj,k)k=0..2j−1 où

∀x ∈ [0, 1], ϕj,k(x) = 2j/2ϕ(2jx− k)

est une base orthonormée de Vj.

Dans la suite, on va s’intéresser aux espaces de détails associés à ces approximations
successives.
Pour tout j ∈ N, on note Wj le supplémentaire orthogonal de Vj dans Vj+1.

1. Construire une fonction ψ engendrant une base orthonormée de W0.

Pour tout j ∈ N, pour tout k = 0 · · · 2j − 1, on définit la fonction ψj,k par

∀x ∈ [0, 1], ψj,k(x) = 2j/2ψ(2jx− k)

2. Montrer que ψj,k ∈ Vj+1.
Donner ses coefficients dans la base Bj+1.

3. Montrer que pour tout j ∈ N, la famille (ψj,k)k=0..2j−1 est une base orthonormée de Wj .

On rappelle que si on note PVjf et PWjf les projections orthogonales d’un signal f appar-
tenant à L2([0, 1]) sur respectivement Vj et Wj, on peut écrire

PVjf =
2j−1∑
k=0

< f, ϕj,k > ϕj,k et PWjf =
2j−1∑
k=0

< f, ψj,k > ψj,k

Dans la suite, on notera

∀j ∈ N,∀k = 0 · · · 2j − 1, cj,k = < f, ϕj,k >

dj,k = < f, ψj,k >
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4. Exprimer dj,k et cj,k en fonction de cj+1,2k et cj+1,2k+1.
En déduire un schéma de calcul des coefficients successifs d’approximations et de détails
d’un signal connu à une échelle (fine) J .

5. Exprimer cj+1,2k et cj+1,2k+1 en fonction de cj,k et de dj,k.
En déduire un schéma de reconstruction d’un signal à l’échelle J à partir de son approxi-
mation à l’échelle 0 et de ses détails entre les échelles 0 et J − 1.

On se place maintenant dans le cadre d’une analyse multirésolution quelconque de L2([R],
de fonction d’échelle φ.
Pour tout n ∈ Z, on note

hn =< φ, φ1,n > et gn =< ψ, φ1,n >

6. Exprimer pour tous j, k, p, < φj,k, φj+1,p > en fonction de (hn)n∈Z, et < ψj,k, φj+1,p >
en fonction de (gn)n∈Z . Reprendre alors les questions 4 et 5 dans ce cas général.
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