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1 Filtrage

Soit f € S(R) l'espace de Schwartz, nous considérons le systéme 3 :

f—[El—y
gouverné par ’équation différentielle :
g —ag=f—bf, (1)
avec a < 0 et b € R, tel que b # a. On impose la condition f =0 = ¢ = 0.

1. En posant ¢ = w + f montrez que

w' —aw = (a—0)f, (2)

2. En déduire que
t
wit) = / (a — b)e*t=9) f(s)ds
—00
(on pourra chercher w sous la forme w(t) = e®0(t)).
3. En déduire que w est la convolution de f par h
w=hxf, 3)
avec h une fonction que vous déterminerez.

4. Calculez la transformée de Fourier de 1'équation (2) et retrouvez ainsi
léquation (3) et le résultat de la question précédente.

5. Montrez que
glloo < K[ fl]oo

avec K > 0 que vous déterminerez.

2 Shannon

Soit f € LY(R) NL(R) telle que le support de sa transformée de Fourier

A~

vérifie Supp <f) C [€o—b,& + b] avec b > 0 et & € R.

1. Soit g(t) = %ot f(t). Montrez que §(¢) = f(& + &)



2. En déduire que

+00 -
Vh,0 < h —, = ¢! e~ KR £ (kh sin (5(¢ — kh))
<h<— ft)y=e k_z_:oo F(kh) o

3. Pouvez vous justifier la condition de Shannon h < 7/b pour échantil-
lonner f en considérant directement f 7

3 Série de Fourier

1. Soit f périodique de période a > 0, telle que V¢ € [0,a[, f(t) = t/a ;
calculez la série de Fourier de f.

2. Soit u et v deux fonctions de L% (a) telles que Vt € R, v(t) = u(t — to),
avec tg € R. Exprimez les coefficients de Fourier de la fonction v en
fonction de ceux de w.

3. En déduire la série de Fourier de la fonction g périodique de période a,
telle que Vt € [0,a/2[,g(t) = 1/2+t/a et Vt € [a/2,a[,g(t) =t/a—1/2.

4 Ondelette de Littlewood Paley
Nous considérons 'analyse multirésolution engendrée par la fonction meére
¢ € L2(R) telle que

1

(&(5) = \/—2_7TX[—7F;7T[(€)

1. Montrez que

+oo
D lo(E+2nm)P = —

n=—0oo

2. Montrez que
sin(7rt)

o(t) =

Tt

3. A partir de la relation & deux échelles

B(&) = d(£/2)h(£/2) ot ()X ! Zh e~ est 27 périodique,
nEZ

déterminez h.



10.

11.

Montrez que

hn = V2, (h)

ol ¢, (ﬁ) est le ni®me coefficient de Fourier de h. En déduire, que

Choisissons g(§) = —e_igﬁ(g + ). Montrez que § est la fonction 27
périodique telle que

[0 siée[—n/2;m/2
9(§) = { —e % si€ e [n/2;3m)2

Soit f € L?D(Zw), montrez que

en (¢71(©) = carr (f)

(avec I'abus de notation suivant : e~ f(¢) désigne ici dans la fonc-
tion qui & £ associe e 7% f(€) et donc ¢, (e_iff(g)) désigne son n'me
coefficient de Fourier).

En remarquant que h(¢€ +7) = 1 — h(€) montrez que

~

N —1+co(h) sin=-1
cn(g = 0( ) .
cn+1(h) sinon

En déduire que

In = 1 sin((n—l)%)

(On rappelle que (g,,) est défini par g(g)déf% Y onez gne~M8)
Retrouvez g, = (—1)"hi_p.

A partir de (&) = ¢(£/2)§(£/2) déduire que

~ e_i§/2

d)(g) == \/% (X[—27r;—7r[(£) + X[7r;27r[(£))

En déduire l'ondelette mére 1(t). Est-elle bien localisée en temps t 7



