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1. Ondelettes de Shannon
Les 3 premières questions peuvent être faites indépendemment, en ad-
mettant les résultats des questions précédentes.

L'analyse multirésolution de Shannon est dé�nie à l'aide de fonctions
dont les transformées de Fourier sont à supports inclus dans un com-
pact. Ainsi, on va dé�nir une suite de sous-espaces Vj de L2(R) par :

Vj = {f ∈ L2(R)/Suppf̂ ⊂ [−2jπ, 2jπ]}

pour j ∈ Z.

(a) Calculez la transformée de Fourier inverse de χ[−π,π].

(b) Soit θ une fonction dé�nie sur R par θ(t) = sinc(πt) = sin(πt)
πt ;

véri�ez que θ appartient à V0, puis montrez que {θ(t − n)}n∈Z
dé�nit une base orthonormée de V0.

(c) Montrez que la suite d'espaces {Vj}j∈Z dé�nit une analyse multi-
résolution de L2(R).

(d) Dans le cadre du cours sur les analyses multirésolution, on a dé�ni
des �ltres m0(ω), m1(ω), et on a vu comment dé�nir une ondelette
ψ sur une analyse multirésolution. En reprenant ces notations,
évaluez m0(ω), m1(ω) sur une période, [−π, π] par exemple, puis
ψ̂(ω), pour ω ∈ R.

(e) Combien l'ondelette ψ a-t-elle de moments nuls? Quels sont, d'après
vous, les qualités et les défauts de cette ondelette ψ?

(f) (question subsidiaire) S'il vous reste du temps, calculez explicite-
ment l'ondelette ψ.
Rappels :
� formule de Shannon.
Si le support de f̂ est inclus dans [− π

T , π
T ], alors f(t) =

∑+∞
−∞ f(nT ) sin(πt

T
)

πt
T

.
� Parseval.
La transformée de Fourier est une isométrie de L2(R) dans
L2(R) (et donc conserve le produit scalaire).
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2. Filtre
Soit un système O qui à un signal (en pratique une fonction) f ∈ X fait
correspondre le signal O(f) ∈ Y où X et Y sont des espaces vectoriels.
On dit que le système est un �ltre si c'est un système linéaire, invariant
et continu. Soit a ∈ R, l'opérateur retard τa est dé�ni par

(τa(f)) (t) = f(t− a), avec t ∈ R.

On rappelle qu'un système O est invariant (on dit aussi stationnaire)
si

∀f ∈ X, ∀a ∈ R,O (τa(f)) = (τaO(f)) .

(a) Soit Vo le système dé�ni par

(Vof) (x) =
∫

R
f(x− t)o(t)dt (1)

où o ∈ L1(R). Montrez que Vo est un �ltre de L1(R) dans L1(R)
(on rappelle qu'un opérateur linéaire est continu s'il est borné).

(b) Soit O le système dé�ni par

(O(f)) (x) =
1√
2π

∫

R
f̂(ξ)ô(ξ)eixξdξ (2)

où o, f , f̂ et ô sont des fonctions de L1(R). Montrez que O est un
�ltre

(c) Montrez que si ô(ξ) est un pôlynome de degré n ∈ N∗ en ξ et
f ∈ Cn(R) et ∀k = 0, . . . , n, f (k) ∈ L1(R) alors le �ltre O décrit
par (2) est bien dé�ni (même si o n'est pas dé�nie en tant que
fonction dans ce cas). Que est l'e�et de ce �ltre sur f?

(d) Exprimez des liens et des di�érences entre les �ltres du type (2)
et ceux du type (1)?

3. Déconvolution

(a) Soit x = (x1, x2) ∈ R2, soit a = (a1, a2) ∈ R2, soit

b(x1, x2) = e
−
�

x2
1

a2
1
+

x2
2

a2
2

�
Montrez que

b̂(ξ1, ξ2) =
a1a2

2
e
−
�

ξ21a2
1+ξ22a2

2
4

�
Indication : on se rappellera que

si e(t) = e
−
�

t2

σ2

�
alors ê(ν) =

σ√
2
e
−
�

ν2σ2

4

�
avec t ∈ R, ν ∈ R.
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(b) Soit f ∈ L1(R2) et b ∈ L1(R2) telles que f̂ ∈ L1(R2) et b̂ ∈
L1(R2), soit Vb le �ltre qui à f associe Vb(f) tel que :

(Vbf) (x) =
∫

R2

f(x− t)b(t)dt, x ∈ R2, t ∈ R2.

Supposons que (Vbf) (x) et b(x) soient connues sur R2 et que f
soit inconnue. En quoi f̃ dé�nie par

̂̃
f(ξ) =

1
2π

V̂bf(ξ)

b̂(ξ)

peut elle être considérée comme un estimateur de f ?
(c) Pourquoi f̃ est un mauvais estimateur de f ? Quel estimateur

proposeriez vous?
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